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Sta je dimenzija? Kako izmeriti neki objekat? Pitanja
deluju trivijalno jer vise od 2000 godina Zivimo u svetu koji
poznaje i koristi pravila Euklidske geometrije. Navikli smo
da objekti imaju sledese Euklidske (ili, topoloske) dimenzije:
taéka je bez dimenzije, tj. D=0, glatka linija ima jednu
dimenziju — duzinu, Dg=1, ravna povrSinaima dve dimenzije
—duzinui Srinu, D=2, atelo imatri dimenzije, Dg=3. Oblik
i/ili pozicija nekog objekta se, uohiegjeno, opisuju ovim
topoloskim dimenzijama. Dimenzije se mogu izmeriti i
brojéano opisati ukoliko ih poredimo sa nekim usvojenim
uzorkom (etalonom) mere. Ili, anditieki gledano, duzina
linije (luka) se odreduje krivolinijskim integralom, a veliéina
neke povrdine primenom povrdinskog integrala. Ovako
definisane postavke Euklidske geometrije su predstavijale
osnovni koncept koji je koriSsen u dizginu, konstrukciji i
prikazivanju svih ljudski stvorenih objekata tokom niza
vekova

Medutim, prirodni objekti nisu pravilnih oblika i, strogo
govoresg ne podlezu zakonima Euklidske geometrije. Na
primer, ako posmatramo list papira, on ima dimenziju Dg=2.
Ako tg list zguzvamo u lopticu, dobija se telo (zapremina)
dimenzije Dg=3. Medutim, ako pustimo papir da se delimiéno
ispravi, dobija se nova struktura koja nije ni telo ni povrSna.
Ova struktura zauzima neki prostor. Koja je dimenzija te
strukture? Negde izmedu 2 i 3! To zvuél eéudno, ali je taeno.
To je koncept tzv. fraktalne, ili necelobrojne, dimenzije,
kojim se proSiruju moguamosti opisivanja sloZenih oblika.

Fraktalna geometrija je uvedena u prirodne nauke pre
tridesetak godina. U svom poznatom radu “How long is the
coast of Britain? Statistical self-similarity and fractiona
dimension”, objavljenom 1967. godine u éasopisu Science
Magazine, Benoit Mandelbrot, poljski matematiear i fiziéar,
prvi put je uveo pojam fraktala, to je kasnije upotpunio i
sistematizoveo [1]. Tu je pokazao da je koncept duZine
besmislen ukoliko se Zeli izmeriti neki nepravilan objekat kao
&to je morska obala — duZina zavis od izbora jedinice mere.
Andlitieki  posmatrano, linija morske obae nije
diferencijabilna u svim taékama, tako da krivolinijski integral
nije definisan.

Termin fraktal (lat.adj. fractus — izlomljen, prelomljen) je
Mandelbrot koristio da bi opisao nepravilnu strukturu raznih
prirodnih objekata i fenomena, kao Sto su oblaci, izgled
reljefa, razne prirodne teksture, turbulencije u atmosferi,
kretanja u ekonomiji, i drugo. Centrana filozofska tema
fraktalne geometrije je da priroda — mada naizgled slozena—
pokazuje jednu fundamentalnu osobinu obiéno poznatu kao
samo-diénost (self-similarity). Naime, ma kako kompleksan
bio oblik i/ili dinamieko ponaSanje sistema, ukoliko neko
pogleda pazljivije i dovoljno mastovito, moZe naad oblike na
jednoj skali kaji liée na one na drugim skalama. Pored vese
navedenog primera morske obale, mnogi prirodni objekti
iskazuju takva svojstva. Posmatrgimo, na primer, krosnju
drveta. Ako odlomimo jednu granu, njena struktura je sliéna,

samo umanjenjih dimenzija, kao &o je struktura cele krodnje.
Ako se od grane odlomi jedna granéica, opet njena struktura
liéi na prethodne. Slieno se moze zakljueiti i za gradu
nervnog sistema, sistema krvotoka, izgled réjefa, itd.
Uobiegjeno koriSeen decimalni merni sistem je, takode,
samodlieéan: jedan metar ima 10 decimetara; jedan decimetar
10 centimetara, itd. Struktura je stalno ista, ai u razliéitim
skd ama.

Mada se Mandelbrot smatra ‘ocem’ fraktalne geometrije,
on je, zapravo, genijalno objedinio neka prethodna saznanja
koja su se pojavila od sredine 19. veka. Pomenimo neka od
njih. Theodor Weierstrass (1815-1897) je pokazao da moze
postojati kontinualna kriva koja ni u jednoj tagki nije
diferencijabilna, Felix Hausdorff-a (1869-1942) je prvi uveo
pojam necelobrojne dimenzije, koja je vesa od topoloske
dimenzije, zatim, Georg Cantor (1845-1918) je definisao
beskonagan skup taéaka u jedinienom intervalu [0,1] koji
iskazuje fraktalna svojstva— tzv. Kantorov skup (Cantor Set),
Helge von Koch i Waclaw Serpinski su definisali pravila na
osnovu kojih se mogu konstruisati fraktalne krive ili objekti
(Koch curve i Serpinski carpet), itd.

Veliki broj fraktalnih struktura se moZze veStagki
generisati primenom relativno prostih pravila, tako Sto se
rezultati pode svake iteracije vrassju hanovo U istu
proceduru. Tako dobijene strukture se u literaturi referisu i
kao eudovisne krive (monster curves), jer iskazuju svojstvo
da su beskonaene slozenosti — pri bilo kojem uvessnju imaju
istu strukturu. Radi ilustracije, navedimo poznati primer
Kantorovog skupa. Posmatrajmo liniju duZine d=1 — prvi red
nadlici 1. Zatim od te linije uklonimo njenu srednju treamu,
duzine d/3, éime dobijamo dve odvojene linije — drugi red na
dici 1, pazatelinije ponavljamo postupak. Postupak se moze
beskonaéno ponavljati, a u svakom narednom koraku
replicira se prethodna dika, di na sve manjim i manjim
skalama[2],[3].

Slika 1. Konstrukcija Kantorovog skupa: prva éetiri koraka
konstrukcije.

Vestaeki generisani  objekti, primenom  precizno
definisanih algoritama, kao o je slueg Kantorovog skupa,
iskazuju stroga fraktalna svojstva. Prirodni objekti i pojave,
medutim, ne iskazuju tako stroga fraktalna svojstva, eak i
kada jesu samo-diéni. Prirodni objekti i pojave mogu imati
statistieku samo-sliénost. Na primer, struktura morske obale,
izgled reljefaili oblaka, struktura nekih bioloskih sistemaili
signala, iskazuju samo-dliéna svojstva, ai u raznim skalama
oblik nije sasvim isti, mada jeste diean. U tim duégjevima se
govori o multifraktalima. Savremen telekomunikacioni



saobrasegj, na primer, iskazuje takvo svojstvo, &o je
ilustrovano na dlici 2, kao i razne geofiziéke i meteoroloske
pojave, biomedicinski signali, statistieki podaci o populaciji
stanovnistva, itd. Multifraktalni parametri, kojima se mogu
opisati takve pojave, mogu se iskoristiti u Klasifikaciji
objekata [4], a time omoguadti nov pristup u medicinsko
dijagnostici, navrlo brz i jednostavan nagin[5].
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Slika 2. llustracija multifraktalnog svojstva signala. Posmatra se broj

a=lija (paketa) digitalizovane verzije filma*“ Rat zvezda” u razliéitim

skalama: broj alija po jedinienom vremenskom intervalu (sl ot), broj
alijapo iseeku (slice) dike, broj alija po dici (frame).

Korisaenje fraktalne geometrije u simuliranju prirodnih
fiziekih objekata, pojava i sidgema, a zatim njihova
kompjuterska vizualizacija, predstavljgju jedan pravac rada u
ovoj oblasti [3]. Inverzan problem predstavlja veliki izazov
fraktalne geometrije. PokuSg izdvajanja karakteristika
modela koji najbolje opisuje fizieki proces, uz pomosenekog
dobro definisanog i robusnog parametra, kao sto su fraktalni
ili multifraktalni parametri, je polje u kojem ove oblasti imagju
znaégjnu ulogu. Podednjih godina razvijeni su mnogi
algoritmi  za izdvganje karakteristienih fraktalnih ili
multifraktalnih parametara iz posmatranog skupa podataka.
To nalazi konkretnu primenu u prepoznavanju oblika, obradi,
kompresiji, andlizi i sintezi dika[2]-[11], andizi i predikciji
savremenog telekomunikacionog saobrassja [12]-[23], kao i
drumskog saobraasgja [24], andizi meteoroloskih podataka
[25]-[32], andlizi biomedicinskih signala i oblika [33]-[38]
kao i raspodele ljudske populacije[39], itd.

11 OPIS'VANJE FRAKTALNIH |
MULTIFRAKTALNIH SVYOJSTAVA SIGNALA

U Uvodu smo naveli osnovna svojstva fraktalnih i
multifrektalnih oblika ili signala. Ovde seemo izloZiti neke
moguamosti za analitieko opisivanje takvih struktura.

Fraktalni oblici ili signali su karakterisani dedesdm
svojstvima[2],[3]:

1. Nemaju karakteristienu duzinu. Na primeru morske
obale smo ukazali na ovo svojstvo fraktanih oblika.
Uzimanjem sve manje i manje jedinice mere dobijali
bisno sve vesal i vesa izmerenu duZinu fraktalne
strukture. Razlog je ta Sto se oblik strukture beskonaéno
ponavlja ukoliko strukturu posmatramo sa sve vese
blizine. Saglasno tome, proizilazi da ne moZemo povusa
tangentu na fraktalnu liniju — dakle, fraktalna linija nije
diferencijabilna. Za razliku od nje, glatka kriva uvek ima
konaénu (karakteristiénu) duzinu. Jedino, uzimanjem sve
manje i manje jedinice mere, mi bismo samo preciznije
izmerili duzinu takvekrive.

2. Poseduju svojstvo samo-dienosti. U hilo kojoj skali
posmatrano, fraktalni oblici su iste strukture. Ovo se
svojstvo nazivai svojstvo invarijantne skale.

3. Imaju necdobrojnu dimenziju, vesas od odgovarguae
topol o3ke dimenzije nefraktalnog objekta.

Fraktalna dimenzja je osnovni analitiéki parametar za
opisivanje struktura koje imau tzv. skalirgusas simetriju.
Skalirajuasa simetrija podrazumeva samodlienost posmatranih
objekata na promenljivoj skali uvesanja. Istorijski dedano,
prvo uvodenje mere za popunjavanje prostora koja dopusta
moguaanost necelobrojne dimenzije, dao je Feix Hausdorff
[40] On je proueavao strukture nepravilnog oblikai definisao
sledese pravilo. Posmatrgimo ograniéen skup S u n-
dimenzionom Euklidskom prostoru. Zatim prekrivamo skup
S konaénim podskupovima pregnika d;. (Preénik podskupa je
najvese rastojanje izmedu bilo koje dve tagke u skupu S)
DefiniSimo meru skupa S kao

HO(S)=inf § dP
di<e

gde je D>0 realna veliéina. Graniéna vrednost H,", kada e
teZi nuli, jeste Hausdorff-ova mera skupa S. Vrednost D kada
veligina H® naglo menja vrednost sa ¥ na O kasnije je
nazvana Hausdorff-ovom ili Hausdorff-Besicovitch-evom
dimenzijom, Dy [2],[3].

Kasnije je izvedeno vise naéina [3] za odredivanje
fraktdne dimenzije. Za strukture koje su dobijene primenom
strogo definisanih pravila, kao &o su vese pomenuti Kantorov
skup, Kohova kriva, Sierpinski tepih, i sliéno, moze se
odrediti tzv. dimenzija samodlienosti, Ds, nadedesg nagin.

Za skup S koji je ogranieen u Euklidskom n-
dimenzionom prostoru kazemo da je samo-diéan ako je on
unija N razdvojenih (nepreklapajusah) sopstvenih kopija, od
kojih je svaka naredna skalirana skala faktorom r<1 po svim
dimenzijama prostora. Izmedu navedenih veliéina postoji
dedesmveza

NrPs =1 (1a)
odakle je dimenzija samosliénosti jednaka
InN
Dg =- — 1b
SE (1b)

Prema relaciji (1) za Kantorov skup ilustrovan na dici 1
sedobija
_In(2)
ST InW3)
jer se ta struktura dobija tako Sto se N=2 dela (linije)
ponavljgu na svakoj narednoj skali r=1/3 (reé je o tzv.
trijadiékoj strukturi). Umesto polazne strukture (linije)
strukture dobijene u narednim koracima imaju kvazi-tagkastu
strukturu postavljenu u pravcu polazne linije. Fraktana
struktura dimenzije izmedu 0 i 1 poznata je kao fraktalna
prasina.
Za Kohovu krivu éji je deterministieki postupak
generisanja ilustrovan na dici 3, dobija se za dimenziju
diénosti vrednost

@0,631

___In(4
TR

s obzirom da se ta struktura formira tako $to se polaznallinija
(inicijator) topolo3ke dimenzije 1 (prvi red nadici 3) skalira
faktorom r=1/3, éme se dobija nova struktura, tzv.
generator, sastavljenaod N=4 delova, kao u drugom redu na
dici 3, a zatim se postupak ponavlja. Umesto polazne linije
koja ne zauzima prostor (ima topolosku dimenziju 1) dobija
se struktura koja zauzima sve vesd i vesd prostor, u narednim
koracima konstrukcije objekta.

@1,262
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Slika 3. Konstrukcija Kohove krive: prvatri koraka.

Fraktalna struktura poznata kao Sierpinski tepih, moZe se
formirati postupkom koji je ilustrovan na dlici 4. Polazna
struktura je obojeni pravougaonik, kao na dici 4, topoloske
dimenzije 2. U narednom koraku se on deli na 9 jednakih
delova tako $to se obe dimenzije skdirgju faktorom r=1/3, a
zatim se centralni deo izbacuje. Za svaki od preostalih N=8
delova se postupak ponavlja. Fraktalna dimenzija ovako
dobijene strukture je

In(8)

s =- m(@3,893.

Slika 4. Konstrukcija Sierpinski tepiha: prvatri koraka.

Fraktalne strukture dimenzije izmedu 1 i 2 se nazivaju
fraktalnim signalima. Strukture dimenzije izmedu 2 i 3
nazivgju se fraktalnim povr&inama (fraktalnim dikama), a
strukture dimenzijeizmedu 31 4 jesu fraktalne zapremine.

Da bismo ucéli razliku izmedu dimenzije fraktalnih
objekatai ‘standardnih’ geometrijskih objekata, posmatrajmo
sledese primere nadlici 5.

U prvom redu je prikazana linija (Euklidske dimenzije
n=1), koja je izdeljena na N=3 dela, dakle, koriSaeenjem skala
faktora r=1/3. Fraktalna dimenzija dobijene strukture je, na
osnovu relacije (1), jednaka

__In@® _
g =-———=1
In@/ 3)
§to je identieno Euklidskoj dimenziji linije. Da smo nastavili
postupak na svakom od dobijenih umanjenih delova (linija)
dobili bismo identienu vrednost — fraktalna i topoloska
dimenzija su identiene. Struktura u drugom redu na dlici 5 je
kvadrat (Euklidske dimenzije n=2), kqji je izdeljen na N=9

delova tako $o su obe dimenzije skalirane skala faktorom
r=1/3. Fraktalna dimenzija dobijene strukture je, na osnovu
relacije (1), jednaka

__In(9 _

s =- =2
In(1/3)

&o je, i ovde, identiéno Euklidskoj dimenziji povrSine.
Identiéno bi se dobilo i za trodimenzioni objekat — kocku, $to
neseemo ilustrovati. Mada su novodobijene strukture kao na
slici 5 samo-diéne u tim sluégjevima se nije povessvaa
slozenost polaznog objekta — znagi, ovako generisani novi
objekti nisu fraktalni. Dakle, mozemo zakljuéiti da fraktalni
objekti iskazuju svojstvo samo-dienosti dok obrnuto ne mora
da vaz i. Potsetimo se i primera decimalnog mernog sistema:
on jeste samo-dliéan, ali nije fraktalan.

Slika 5. llustracija odredivanja fraktalne dimenzije ‘ standardnib’
geometrijskih objekata.

Za frektalne strukture koje nisu dobijene strogo
definisanim pravilima, kao $to su razne prirodne strukture i
signdi, fraktalna dimenzija se ne moZe odrediti kao
dimenzija samosliénosti, naosnovu relacije (1). Postoje razne
druge metode koje se mogu primeniti u tim sluégjevima, a
jedna od éesto koriSseenih je tzv. box-counting metoda, ili
metoda prekrivanja éme se odreduje dimenzja prekrivanja
(cover dimension). Metoda se zasniva na prekrivanju
fraktalnog objekta mrezom bokseva - kvadrata, u duégju
jednodimenzionih (1D) signala kao $to su vremenske serije,
ili kocki, u duégju dvodimenzionih (2D) signala, kao &to su
signali dike. Dimenzijeivice bokseva su e. Zatim se odreduje
broj nepraznih bokseva, N(e), dakle, broj bokseva koji
prekrivaju posmatrani objekat. Rekurzivho se uzimgu
boksevi razlieitih dimenzijai iz log-log dijagrama zavisnosti
N(e) od e, dobija se fraktalna dimenzija Dg. U granienom
procesu, uzimanjem sve manjih ivica bokseva, broj bokseva,
N(e), postaje srazmeran sa e~ Ds gde je Dg box-counting
dimenzijadatog fraktala; dakle, dobijase

Dg =- IimM . )

@0 loge

Uoémo diénost relacija (1) i (2), mada je postupak
izradunavanja. Box-counting metod dagje taéne procene za
fraktalne dimenzije izmedu 1i 1.5 kod 1D signalai 2i 2.5
kod 2D signala, a jednostavan je, te je izraGunavanje brzo.
Postoje i druge metode zaizragunavanje fraktalnih dimenzija,
npr. korelaciona dimenzija, dimenzija kapacitivnosti,
informaciona dimenzija [3], &0 ovde nesemo analizirati.

Pored fraktalne dimenzije, za opisivanje fraktalnih (samo-
dienih) svojstava koriste se i drugi opisivagi, npr. Hurst-ov
indeks (H), koji se, takode, moZe odredivati na razne nagine:
npr., na osnovu R/S satistike, metodom periodograma,
indeksa disperzije (IDC), itd. MoZe se uspostaviti veza
izmedu fraktalne dimenzije D i Hurst-ovog indeksa u abliku

D=Dg +1- H, 3



gde je Dg odgovargjusaa Euklidska dimenzija posmatranog
signaaili objekta.

Generano, za procese koji imgju H=0,5 kaZzemo da su
sluégjni (randomwalk) i to je odlika standardnog Braunovog

kretanja, kada nema nikakve Kkorelacije izmedu
inkrementalnih pomergja haotienog kretanja éestica. Ako je
H>05 tada postoji pozitivna korelacija izmedu

inkrementalnih pomergja: za inkrementalni pomeraj eestice u
nekom trenutku t=t,, X(ty), u narednom trenutku t>t, pomerg
ae imati dienu tendenciju — iskazuje se svojstvo samo-
diénosti, utoliko izrazenije ukoliko je H blize jedinici.
Ukoliko je H<0)5 kordlacija je negativna — suprotan je
karakter promene u narednom trenutku u odnosu na
prethodni. Takav sistem imatendenciju oscilovanja.

Napomenimo da se u nekim duegevima fraktalna
dimenzija 2D objekata moze (pribliz no) odrediti koristess
metode razvijene za 1D dueg [41] uspostavljgjueg prostu
relaciju izmedu fraktalne dimenzije konture koja ograniéava
povrsinu (Sto mozemo oznagiti kao D1) i fraktalne dimenzije
same povrdine (D2), dakle,

D2 @D1+1 4

Ovg princip je korissen za odredivanje profila reljefa na
osnovu Landsat snimaka [41]. U radu [42] je ovg metod
proveravan na crno-belim slikama raznolikog sadrzga. Sike
su andizirane kao 2D matrice, kada je ragunata ‘taéna 2D
fraktalna dimenzija, D,p, | kao 1D vektori ($to odgovara
skeniranij slici) kada je ragunata 1D fraktalna dimenzija, D,p.
Zatim je vrSena procena 2D fraktalne dimenzije prema (4)
kao D2=Dp+1. U svim andliziranim sluéajevima procenjena
dimenzija D2 nije odstupala za viSe od 1% u odnosu na
‘taénu’ fraktalnu dimenziju, D,p, &0 je koristan rezultat s
obzirom nadaleko jednostavniju analizu 1D signaa.

Posmatrgjuaa prirodu uogavamo da se veadna pojava ne
moZe posmatrati samo preko krajnosti tipa: crno-belo, tagno-
netaeno, toplo-hladno, 1-0, itd. Zbog toga se ovakvi aspekti
ne mogu analizirati preko skupova, vese preko uop&tenijih
matematiékih veliéina kojima mogu da se opisu nivoi u skali
izmedu krajnjih vrednosti. Te uopStenije veliéine se nazivaju
mere. Na osnovu toga se i teorija samodlienosti proSiruje sa
skupova na mere, a takve, samodiéne, mere se nazivau
multifraktalima. Slobodnije reeeno, umesto jedne mere, m
javlja se skup mera koje opisuju samosliénu pojavu. Na
primer, ako se razmatra 2D signd kao &o je signa dike u
skali sivog, za definisanje mere se moze koristiti amplituda
signadla u prostornom domenu. Box-counting metod nije
pogodan za opisivanje multifraktala jer on daje samo vezu
izmedu broja nepraznih bokseva i velieine bokseva, a ne
uzimau obzir vrednost signdakoji je obuhvassen boksom. To
bi, uproSeeno, odgovaralo brojanju novca a da pritom ne
raéunamo sa vrednoSaau pojedinih apoena. Za multifraktalne
pojave uvodi se nekawsta "tezineg" za svaki od bokseva.

Za karakterisanje multifraktala najpre se uvodi veliéina a
opisanasa

Q= logm(box) 5)
loge

poznata kao grubi HOolder-ov eksponent [2],[43], gde je
n{box) mera boksa a e dimenzija veliéine boksa. Ovako
definisana veliéina bi odgovaraa fraktalnoj boks-dimenziji
posmatrane mere. Za Siroku klasu sebi-sliénih mera pokazuje
se da veliéina a uzima vrednosti iz intervaa [amin,@mal, Sa
O<amn<ama<¥. Vrednost parametra a je bliska

odgovarguamj frektanoj dimenziji posmatrane strukture,
dakle, za 1D signale je raspodeljena oko vrednosti 1, za 2D
signale oko vrednosti 2, itd.

Zatim se posmatra frekvencijska raspodela a na dedese
nagin. Za svaku vrednost a odredi se broj N.(a) bokseva
ivice e koji imaju grubi Holder -ov eksponent jednak a. Kako

je ukupan broj boksevaivicee ssrazmeransa e” De | gdejeDe
Euklidska dimenzija boksa, verovatnosea da se medu
boksevima nade ongj sa grubim Halder-ovim eksponentom a

iznos pe@)= Ne(a)/e'DE. Crtanje raspodele ove
verovatnoae ne bi dalo zeljeni rezultat, jer pri e® 0 ova

raspodela ne teZi graniénoj vrednosti. Umesto toga uvodimo
teZinskelogaritmei posmatramo funkcije

fol@) =- % ©)
ili
Cola) =- 230e2). 0

Kada e® 0, obe funkcije, f((a) i C4(a), teze graniénim, dobro
definisanim, vrednostima f(a) i C(a) [43]. Funkcija f(a) je
poznatija i €eSee se koristi [6]. Ako postoji f(a), tada je u
vaznosti veza

Ce(a) = f(@)- D. ®

Ovako definisana funkcija f(a) oznagava da za sveko a brg)
bokseva raste pri smanjenju e, po zakonitosti Ne(a)~e @,
Eksponent f(a) je kontinuana funkcija od a. U
najjednostavnijim duégevima, grafik f(@a) ima oblik
matematiekog simbola C, uobiégeno nagnutog na jednu
stranu. Vrednost f(a) bi se, u slobodnijoj interpretaciji, mogla
protumagiti kao fraktana dimenzija podskupa boksova
dimenzije e koji imaju grubi Holder-ov eksponent a kada
e®0. Name, kada e tezi ka O, povessmva £ mnostvo
podskupova od kojih je svaki karakterisan posebnom
vrednoSaau a i fraktalnom dimenzijom f(a). Ovo je jedan od
razloga za uvodenje pojma multifraktala.

Postoji vise nagina za odredivanje funkcije f(a). Jedan od
metoda je metod momenata [43]. Ovaj metod daje tagan
rezultat, di je komplikovan za izraéunavanje. Nasuprot tome,
A.Chhabra i R. Jensen su razvili jednostavniji i znatno
precizniji metod za izragunavanje spektra f(a) neke
multifraktalne strukture [44]. Postoje varijante izraéunavanja
ove funkcije na osnovu geometrijskih pokazatelja i prema
probabilistiekoj teoriji. Klasifikaciju spektara funkcije f(a),
pri multifraktalnoj analizi dika, dao je Levy Vehel [4], koji
razmatra sledese sluegjeve:

. Spektar Hausdorff-ovih singulariteta, f,(a), koji daje
dimenziju skupa taéska koje imgu dato a. Time se
dobija geometrijski opis raspodele singulariteta.

Spektar velikih devijacija, fy(a), daje nam podatak o

verovatnoag da se nade data vrednost a,, pri rezoluciji n.

Znaéi, daje nam probabilistieki opis raspodee

singulariteta.  Nazalost, i fy(a) i fy(@) se tesko

izraéunavaju na osnovu real nih podataka.

Lez androv multifraktalni spektar, fi(a), se relativno lako

odreduje jer razmatra samo usrednjene veliéine.

Medutim, cena zato je da fi(a), generano, sadrZi manje

informacijajer je rezultat uvek konkavnafunkcija.



Medu ovim veliénama postoji uobiégena veza da je
fh@)E fy@)E fi(@).

U multifraktalnoj analizi slika smatraseemo da jef,=f, tako
da moZemo klasfikovati piksde prema odgovarajue
vrednosti uredenog para (af(a)), kako u geometrijskom
smislu (f,), tako i u probabilistiekom (fy). Vrednost a daje
LOKALNU informaciju o regularnosti tagke: za fiksnu meru
(nivo sivog) svaka tagka dike je karakterisana nekom
vrednoSaau parametraa. Na primer, taéke u dlici (2D signalu)
kojeimaju a @2 jesu taeke gde je mera regularna, dakle,
gde s ne deSavgu velike promene. Tagke sa a !l 2
oznacavaju podrugja “gde se nesto deSava’ — neregularne
oblasti. Na primer, tagke u dici gde je a <<2 ili a >>2
oznagavaju ili oblasti gde postoji veliki gradijent, ili oblasti
diskontinuiteta u signalu ili njegovim izvodima.

Vrednost f(a) daje GLOBALNU informaciju o ponaSanju
skupa taéaka. Na primer, tagke na glatkoj konturi pripadaju
skupu €éija je dimenzija, f(a), bliska vrednosti 1, jer to
odgovara Euklidskoj dimenziji glatke linije, dok tagke koje
karakteri3u homogenu oblast (povr&inu) imaju f(a)@2, itd.
Probabilistieka interpretacija f(a) odgovara énjenici da su
tagke na homogenoj oblasti eest (frekventan) sluegj, dakle,
moraju imati vesal vrednost f(a); tagke ivice su redak dueqj,
dok su amskovi josS redi dueg). Ali, ako se detektuje suvise
mnogo "tagaka ivice" to bi vise odgovaralo homogenoj (ili
teksturnoj) zoni, itd. Analiza dika sa fraktalnog stanovidta
vrSena je u radovima [4]-[11]. U radu [5] je opisan
interesantan nagin primene (inverzne) mulfifraktalne anaize
u klasifikaciji mikroskopskih uzoraka aslija tkiva. Sliéna
andiza i kladfikacija medicinskih dika, primenom
multifraktalnih parametara, izvrdenajei u radu [11].

111 FRAKTALNA | MULTIFRAKTALNA ANALIZA
REALNIH 1D | 2D SIGNALA

Ovde aEmo, ukratko, izloziti neke moguse primene
freaktalne i multifraktalne analize signala. Prikazasssmo,
uglavhom, one rezultate koje smo proverili primenom
razliéitih metoda za odredivanje fraktalnih i multifraktalnih
parametaralD i 2D signaa
3.1. FRAKTALNE | MULTIFRAKTALNE METODE U
ANALIZI | MODELOVANJU TELEKOMUNIKACIONOG
SAOBRAAAJA

Savremen telekomunikacioni saobraseg iskazuje znagajna
fraktalna i multifraktalna svojstva, $to je predmet intenzivnih
proueavanja u svetu. Adekvatno modelovanje saobrasegja je
veoma znaggno radi ispravnog projektovanja mreza i
obezbedivanja maksimalno moguaeeg protoka (bez zaguSenja)
i u udovima naglog i eksplozivnog saobraesgja, koji je
narogito izrazen u swe prisutnijem multimedijalnom
okruZzenju. Na dici 2 je ilustrovan fraktani karakter
savremenog telekomunikacionog saobrasegja na primeru
digitdizovane verzije poznatog Spilbergovog filma “Reat
zvezdd'. Reé je 0o MIPEG (Motion JPEG) varijanti za prikaz
skvenci dika, koja se danas viSe ne korigti, ai je ova
digitalizovana verzija filma, koju 1993 godine pripremio M.
Garrett, istorijski zasluzna za niz intenzivnih prouéavanja
karakteristika paketskog saobraseja. Na dici 6 su prikazani
IDC (indeks disperzije) dijagrami MJPEG verzije filma “Rat
zvezda', Ethernet saobreesgja | seobrasegja modelovanog
prema Puasonovoj raspodeli (o bi odgovaralo klasienom
tdefonskom saobraasgju), a na dici 7 su  prikazani

multifraktalni  spektri MJPEG verzije filma i Ethernet
saohraasgja. Na osnovu nagiba IDC dijagrama odredeni su
Hurst-ovi indeksi koji iznose: 0,44 za Puasonov model
saobrasegja, 0,698 za Ethernet i 0,736 za MJPEG film “Rat
zvezda'.
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Slika 6. Fraktalna analiza telekomunikacionog saobrasegja metodom
indeksa disperzije.
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Slika 7. Multifraktalni spektar digitalnih signala: 8) MJPEG verzije

filma “Rat zvezdd’, b) Ethernet saobraasgja u Berkliju.

Poredenjem dijagrama sa dika 6 i 7 vidi se prednost
multifrektalne (MF) analize nad fraktalnom. MF spektar
Ethernet saobrasegja je znatno &ri, &0 ukazuje na vesal
varijabilnost tog saobraseja. Sliéan zakljuéak se ne moze
izvesti na osnovu fraktalne analize.

Na dici 8 su prikazani multifraktalni  spektri
multimedijalnog ATM saobrasegja u Pizi (Itdija), u mrez
koja je pretezno namenjena telemedicini. Mada je reé o istoj
mreZi i saobraasgju koji je registrovan istog meseca i u isto
doba dana (radno vreme), postoji znatho odstupanje dobijenih
MF spektara. Moguaa razlog je $to se prvi dijagram odnosi na
saobraeeg koji je sniman u petak (podednji radni dan u
nedelji) a drugi dijagram je za ponedeljak (prvi radni dan),
kada je struktura saobraasgjarazliéita

i spektar f(a) Mutifraktalni spektar f@)—mulimedijalni saobracaj
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I saobracaj
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Slika 8. Multifraktalni spektri multimedijalnog Ethernet saobraasgja
snimanog razliéitih radnih dana a pod istim ostalim uslovima.

3.2. PRIMENA MULTIFRAKTALNE ANALIZE U OBRADI
LIKA

Multifraktalna analiza (MF) se moze uspesno koristiti u
obradi dika. Primeri dati naslikama9i 10 ilustruju primenu
MF andlize u klasifikaciji objekata. KoriSsene su medicinske
slike u skali sivog sa 256 nivoa, dimenzije 256x256 piksela, a
analizirane su kao 1D vektori realnih brojeva (Sto odgovara
skeniranim dikama). Simulacije su izvrSene nad vise
medicinkih dika Za MF andizu je koriSseen program
FALPHA iz programskog paketa MATPACK [44]-[45], kqji
je baziran nametodu Chabbrai Jensen-a[46].



Na dikama 9a i 9 su prikazani digitalizovani snimci
mikroskopskih uzoraka, dobijenih u Ingtitutu za patologiju i
sudsku medicinu Vojnomedicinske akademije (VMA) u
Beogradu. Uzorci, koji su respektivno nazvani "uzorak 1" i
"uzorak 2", na prvi pogled pripadgju istom tipu. Deluje kao
da je slika 9b zapravo zumiran deo dlike 9a. Multifraktalna
analiza, medutim, opovrgava ovo razmisljanje. Spektri f(a)
ovih dika su prikazani na dici 9c. Uzorak 2 daje Siri spektar,
&o ukazuje na vesau varijabilnost signala dike, di je
Znaegjnije to da taj uzorak ima maksimum spektra f(a) pri
nesto veesj vrednogti a (a@,07), za razliku od maksmuma
spektra uzorka 1 (pri a@L,02). To sugeriSe da je ree o
razlieitim uzorcima. Da to jeste validan zakljueak uveriagemo
se hanarednom primeru, slika 10.
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Slika 9. llustracija primene MF analize u klasifikaciji uzoraka.

0.65

Na dici 10a i 10b su prikazani mikroskopski snimak
nazvan "aedije" i njegov zumirani deo (oznaéen na dici 10a),
anadlici 10c su prikazani spektri f(a) ovih snimaka. Mada je
drugi spektar Siri (veam je varijabilnost signda) sada su
maksimumi spektara identiéni, pri istoj vrednosti a@,02.
Ovg rezultat je proveren i na drugi nagin, izraéunavanjem
spektra f(a) metodom histograma [3], primenom programa
koji jerazvijen uradu [7], &to je prikazano nadlici 10d.
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Slika 10. Klasifikacija mikrokopskih uzoraka primenom MF
analize: @) originalan snimak, b) uveaani deo, ) i d) MF spektri.

Primetimo da se spektri dobijeni razliéitim metodama
(dlike 10c i 10d) razlikuju po apsolutnoj vrednosti, ali je oblik
dijagrama, za pozitivne vrednogti f(a) veoma diéan. Doduse,
razlike postoje jer metod [46], koji je primenjen u programu
MATPACK [45] odgovara Lezandrovom spektru: daje
(gotovo uvek) konkavnu krivu, ai se gube fini detaji, o je
uogio L. Vehe [4]. Nasuprot tome, metod histograma, kaji je
koriSeen za odredivanje dijagrama na dlici 10d, prema [7],
daje vi Se podataka, tj. manje glatku krivu, ali ne moZe da radi
sa negativnim vrednostima funkcije f(a) jer koridti
usrednjene podatke [47].

Idga o primeni (inverzne) MF andize u izdvaanju
karakteristienih detalja u dlici izlozena je u radu [4]. Na nizu
dika 11 je overena ova moguamost, prema[11].

Slika 11. Primena (inverzne)
MF anadlize u izdvganju
karakteristienih detaljau dici
(& OriginalnaMRI dika
(b)-(e) MF slikesa

b) f(a)<0.7
€) 0.9<f(a) <1.1
d) 1.7< f(a)<1.9
e) f(a)@.0

3.3. FRAKTALNA | MULTIFRAKTALNA ANALIZA
METEOROLOSKIH PODATAKA

Na dici 12a su prikazani R/S dijagrami anomalija
temperaturnih serija za period od 48 godina (1951-1998) za
podruéje centralnog Pacifika, poznatijeg kao Nino3/4, i za
podrugie Beograda. Ovi dijagrami ukazuju na telekonekciju
ovih temperatura, $to je potvrdeno i drugim anaizama koje
su referisane u [28],[29],[32]. R/S datistika prvog moda
temperatura u Jugodlaviji, slika 12b, pokazuje veliku diénost
sa odgovargjuaam dijagramom za temperature u Beogradu,
&to ukazuje na dominantnost prvog moda temperatura u ovom
podrugiu. To je pokazano i linearnom metodom anaize
pomoaau empirijskih ortogonalnih funkcija [27]-[31].
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Slika 12. Fraktalna analiza temperatura za podruéje Nino3,4 i

teritoriju Jugoslavije.

Varijabilnost promena temperatura je veoma ilustrativno
prikazana multifraktalnim spektrima na dici 13 [28],[29].
Andlizirane su temperaturne serije za podruge Nino3,4, za
zapadnu obalu Perua (grad Tacnd), Brest na Atlantskoj obali
Francuske, aerodrom Burze (kod Pariza) i Beograd. Primetno
je da Nino3,4 a zatim Tacna iskazuju ngimanju varijabil nost
temperatura, a udajavanjem od centralno-pacifieke regije
dijagrami postaju sve Siri, jer se javljgu drugi uticai i
varijabilnost temperatura se povesava
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Slika 13. Multifaktalna analiza temperatura za nekoliko
karakteristienih podrugia na Zemlji.

IzvrSena je i multifraktalna analiza padavina za podrugje
Jugodavije, &o je prikazano na dici 14 [30]. Na osnovu
multifraktalnih spektara se mogu lokalizovati odredene regije
koje su poznate po karakteristienom ponaSanju padavina, na
primer izrazita varijabilnost padavina u primorskoj oblasti,
kao i singulariteti u Negotinskoj krajini.
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Slika 14. Multifaktalna analiza polja padavina za podrugje
Jugoslavije.

Pokazuje se je multfraktalni spektar padavina u Beogradu
veoma sliéan spektru glavnog moda u polju padavina
Jugodlavije. Dijagram ukazuje na postojanje klastera te da se
moZe koristiti u klasifikaciji pojava.

3.4. FRAKTALNA | MULTIFRAKTALNA ANALIZA EKG
SGNALA

Fraktalna analiza se uspeSo Koristi i u biologiji i
medicini. Ovde aemo navesti same meke novije rezultate u
primeni fraktalne i multifraktalne analize u medicini —

konkretno, u analizi EKG signala kod zdrave dece i dece sa
oSteseenjem koze uded opekotina [48]. Za fraktalnu analizu je
koriSsena R/S dtatistika, dika 14a, a multifraktalni spektri su
prikazani nadlici 14b. R/S dijagrami za zdravu decu daju vrlo
veliki Hurst-ov indeks, &o je oeekivani rezultat. Ista vrsta
analize EKG signala deéaka (Aky) sa opekotinama velikog
stepena 2,3,.,8 dana pode povredivanja, pokazuje dabije
izraZena fraktalna svojstva. EKG signali i zdravih i obolelih
osoba su multifraktalni. Znatne negativne vrednosti u spektru
su posledica konaénog skupa vrednosti tog signala [47].
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Slika 14. Fraktalna i multifaktalna analiza EKG signala.

ZAKLJUEAK

Znaga) i prednost fraktalne i multifraktalne analize
(MFA), u odnosu na "klasiéan" nagin andize signaa leZi u
naéinu na koji se razmatra neregularnost. MFA pokuSava da
izdvoji informaciju direktno iz singulariteta. Konkretno, na
osnovu odredene vrednosti f(a), mogu se razdvojiti tagke
nehomogenosti u originalnom signalu [4],[11].

Pokazuje se da je vdiki broj, eesto brzo promenljivih,
signala razlieite prirode (elektrieni signali, savremen
telekomunikacioni saobraaegj, meteoroloski i biomedicinski
signali) moguse opisati na digéan naéin. Za iskazivanje
izrazitih varijabilnosti neophodno je ispitati fraktalne
karakteristike. KoriSeenje klasienih statistiekih metoda u
takvom duegju (srednje vrednosti) moglo bi prouzrokovati
greSke u proceni. Na izrazite singularitete ukazuje
multifraktalnost procesa.
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Abstract: The paper considers different signal analyses based on
the fractd and multifractal points of view. It was shown that
multifractal spectrum permits both local and global signal analysis
irrespective of the signal nature. The (a,f(a)) space can be used as a
powerfool, efficient and robust tool in different signal analyses,
object classification and separation, too.
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