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I UVOD 

Šta je dimenzija? Kako izmeriti neki objekat? Pitanja 
deluju trivijalno jer više od 2000 godina živimo u svetu koji 
poznaje i koristi pravila Euklidske geometrije. Navikli smo 
da objekti imaju sledeæe Euklidske (ili, topološke) dimenzije: 
taèka je bez dimenzije, tj. DE=0, glatka linija ima jednu 
dimenziju – dužinu, DE=1, ravna površina ima dve dimenzije 
– dužinu i širinu, DE=2, a telo ima tri dimenzije, DE=3. Oblik 
i/ili pozicija nekog objekta se, uobièajeno, opisuju ovim 
topološkim dimenzijama. Dimenzije se mogu izmeriti i 
brojèano opisati ukoliko ih poredimo sa nekim usvojenim 
uzorkom (etalonom) mere. Ili, analitièki gledano, dužina 
linije (luka) se odreðuje krivolinijskim integralom, a velièina 
neke površine primenom površinskog integrala. Ovako 
definisane postavke Euklidske geometrije su predstavljale 
osnovni koncept koji je korišæen u dizajnu, konstrukciji i 
prikazivanju svih ljudski stvorenih objekata tokom niza 
vekova. 

Meðutim, prirodni objekti nisu pravilnih oblika i, strogo 
govoreæi, ne podležu zakonima Euklidske geometrije. Na 
primer, ako posmatramo list papira, on ima dimenziju DE=2. 
Ako taj list zgužvamo u lopticu, dobija se telo (zapremina) 
dimenzije DE=3. Meðutim, ako pustimo papir da se delimièno 
ispravi,  dobija se nova struktura koja nije ni telo ni površina. 
Ova struktura zauzima neki prostor. Koja je dimenzija te 
strukture? Negde izmeðu 2 i 3! To zvuèi èudno, ali je taèno. 
To je koncept tzv. fraktalne, ili necelobrojne, dimenzije, 
kojim se proširuju moguænosti opisivanja složenih oblika. 

Fraktalna geometrija je uvedena u prirodne nauke pre 
tridesetak godina. U svom poznatom radu “How long is the 
coast of Britain? Statistical self-similarity and fractional 
dimension”, objavljenom 1967. godine u èasopisu Science 
Magazine, Benoit Mandelbrot, poljski matematièar i fizièar, 
prvi put je uveo pojam fraktala, što je kasnije upotpunio i 
sistematizovao [1]. Tu je pokazao da je koncept dužine 
besmislen ukoliko se želi izmeriti neki nepravilan objekat kao 
što je morska obala – dužina zavisi od izbora jedinice mere. 
Analitièki posmatrano, linija morske obale nije 
diferencijabilna u svim taèkama, tako da krivolinijski integral 
nije definisan. 

Termin fraktal (lat.adj. fractus – izlomljen, prelomljen) je 
Mandelbrot koristio da bi opisao nepravilnu strukturu raznih 
prirodnih objekata i fenomena, kao što su oblaci, izgled 
reljefa, razne prirodne teksture, turbulencije u atmosferi, 
kretanja u ekonomiji, i drugo. Centralna filozofska tema 
fraktalne geometrije je da priroda – mada naizgled složena – 
pokazuje jednu fundamentalnu osobinu obièno poznatu kao 
samo-sliènost (self-similarity). Naime, ma kako kompleksan 
bio oblik i/ili dinamièko ponašanje sistema, ukoliko neko 
pogleda pažljivije i dovoljno maštovito, može naæi oblike na 
jednoj skali koji lièe na one na drugim skalama. Pored veæ 
navedenog primera morske obale, mnogi prirodni objekti 
iskazuju takva svojstva. Posmatrajmo, na primer, krošnju 
drveta. Ako odlomimo jednu granu, njena struktura je slièna, 

samo umanjenjih dimenzija, kao što je struktura cele krošnje. 
Ako se od grane odlomi jedna granèica, opet njena struktura 
lièi na prethodne. Slièno se može zakljuèiti i za graðu 
nervnog sistema, sistema krvotoka, izgled reljefa, itd. 
Uobièajeno korišæen decimalni merni sistem je, takoðe, 
samoslièan: jedan metar ima 10 decimetara; jedan decimetar 
10 centimetara, itd. Struktura je stalno ista, ali u razlièitim 
skalama. 

Mada se Mandelbrot smatra ‘ocem’ fraktalne geometrije, 
on je, zapravo, genijalno objedinio neka prethodna saznanja 
koja su se pojavila od sredine 19. veka. Pomenimo neka od 
njih. Theodor Weierstrass (1815-1897) je pokazao da može 
postojati kontinualna kriva koja ni u jednoj taèki nije 
diferencijabilna,  Felix Hausdorff-a (1869-1942) je prvi uveo 
pojam necelobrojne dimenzije, koja je veæa od topološke 
dimenzije, zatim, Georg Cantor (1845-1918) je definisao 
beskonaèan skup taèaka u jediniènom intervalu [0,1] koji 
iskazuje fraktalna svojstva – tzv. Kantorov skup (Cantor Set), 
Helge von Koch i Waclaw Sierpinski su definisali pravila na 
osnovu kojih se mogu konstruisati fraktalne krive ili objekti 
(Koch curve i Sierpinski carpet), itd. 

Veliki broj fraktalnih struktura se može veštaèki 
generisati primenom relativno prostih pravila, tako što se 
rezultati posle svake iteracije vraæaju nanovo u istu 
proceduru. Tako dobijene strukture se u literaturi referišu i 
kao èudovišne krive (monster curves), jer iskazuju svojstvo 
da su beskonaène složenosti – pri bilo kojem uveæanju imaju 
istu strukturu. Radi ilustracije, navedimo poznati primer 
Kantorovog skupa. Posmatrajmo liniju dužine d=1 – prvi red 
na slici 1. Zatim od te linije uklonimo njenu srednju treæinu, 
dužine d/3, èime dobijamo dve odvojene linije – drugi red na 
slici 1, pa za te linije ponavljamo postupak. Postupak se može 
beskonaèno ponavljati, a u svakom narednom koraku 
replicira se prethodna slika, ali na sve manjim i manjim 
skalama [2],[3]. 

 

 
Slika 1. Konstrukcija Kantorovog skupa: prva èetiri koraka 

konstrukcije. 
 

Veštaèki generisani objekti, primenom precizno 
definisanih algoritama, kao što je sluèaj Kantorovog skupa, 
iskazuju stroga fraktalna svojstva. Prirodni objekti i pojave, 
meðutim, ne iskazuju tako stroga fraktalna svojstva, èak i 
kada jesu samo-slièni. Prirodni objekti i pojave mogu imati 
statistièku samo-sliènost. Na primer, struktura morske obale, 
izgled reljefa ili oblaka, struktura nekih bioloških sistema ili 
signala, iskazuju samo-slièna svojstva, ali u raznim skalama 
oblik nije sasvim isti, mada jeste slièan. U tim sluèajevima se 
govori o multifraktalima . Savremen telekomunikacioni 



saobraæaj, na primer, iskazuje takvo svojstvo, što je 
ilustrovano na slici 2, kao i razne geofizièke i meteorološke 
pojave, biomedicinski signali, statistièki podaci o populaciji 
stanovništva, itd. Multifraktalni parametri, kojima se mogu 
opisati takve pojave, mogu se iskoristiti u klasifikaciji 
objekata [4], a time omoguæiti nov pristup u medicinskoj 
dijagnostici, na vrlo brz i jednostavan naèin [5]. 
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Slika 2. Ilustracija multifraktalnog svojstva signala. Posmatra se broj 
æelija (paketa) digitalizovane verzije filma “Rat zvezda” u razlièitim 
skalama: broj æelija po jediniènom vremenskom intervalu (slot), broj 

æelija po iseèku (slice) slike, broj æelija po slici (frame). 
 

Korišæenje fraktalne geometrije u simuliranju prirodnih 
fizièkih objekata, pojava i sistema, a zatim njihova 
kompjuterska vizualizacija, predstavljaju jedan pravac rada u 
ovoj oblasti [3]. Inverzan problem predstavlja veliki izazov 
fraktalne geometrije. Pokušaj izdvajanja karakteristika 
modela koji najbolje opisuje fizièki proces, uz pomoæ nekog 
dobro definisanog i robusnog parametra, kao što su fraktalni 
ili multifraktalni parametri, je polje u kojem ove oblasti imaju 
znaèajnu ulogu. Poslednjih godina razvijeni su mnogi 
algoritmi za izdvajanje karakteristiènih fraktalnih ili 
multifraktalnih  parametara iz posmatranog skupa podataka. 
To nalazi konkretnu primenu u prepoznavanju oblika, obradi, 
kompresiji, analizi i sintezi slika [2]-[11], analizi i predikciji 
savremenog telekomunikacionog saobraæaja [12]-[23], kao i 
drumskog saobraæaja [24], analizi meteoroloških podataka 
[25]-[32], analizi biomedicinskih signala i oblika [33]-[38] 
kao i raspodele ljudske populacije [39], itd.  

 
II OPISIVANJE FRAKTALNIH I 
MULTIFRAKTALNIH SVOJSTAVA SIGNALA 

U Uvodu smo naveli osnovna svojstva fraktalnih i 
multifraktalnih oblika ili signala. Ovde æemo izložiti neke 
moguænosti za analitièko opisivanje takvih struktura. 

 Fraktalni oblici ili signali su karakterisani sledeæim 
svojstvima [2],[3]: 
1. Nemaju karakteristiènu dužinu. Na primeru morske 

obale smo ukazali na ovo svojstvo fraktalnih oblika. 
Uzimanjem sve manje i manje jedinice mere dobijali 
bismo sve veæu i veæu izmerenu dužinu fraktalne 
strukture. Razlog je taj što se oblik strukture beskonaèno 
ponavlja ukoliko strukturu posmatramo sa sve veæe 
blizine. Saglasno tome, proizilazi da ne možemo povuæi 
tangentu na fraktalnu liniju – dakle, fraktalna linija nije 
diferencijabilna. Za razliku od nje, glatka kriva uvek ima 
konaènu (karakteristiènu) dužinu. Jedino, uzimanjem sve 
manje i manje jedinice mere, mi bismo samo preciznije 
izmerili dužinu takve krive. 

2. Poseduju svojstvo samo-sliènosti . U bilo kojoj skali 
posmatrano, fraktalni oblici su iste strukture. Ovo se 
svojstvo naziva i svojstvo invarijantne skale. 

3. Imaju necelobrojnu dimenziju, veæu od odgovarajuæe 
topološke dimenzije nefraktalnog objekta. 

Fraktalna dimenzija je osnovni analitièki parametar za 
opisivanje struktura koje imaju tzv. skalirajuæu simetriju. 
Skalirajuæa simetrija podrazumeva samosliènost posmatranih 
objekata na promenljivoj skali uveæanja. Istorijski gledano, 
prvo uvoðenje mere za popunjavanje prostora koja dopušta 
moguænost necelobrojne dimenzije, dao je Felix Hausdorff 
[40] On je prouèavao strukture nepravilnog oblika i definisao 
sledeæe pravilo. Posmatrajmo ogranièen skup S u n-
dimenzionom Euklidskom prostoru. Zatim prekrivamo skup 
S konaènim podskupovima preènika di. (Preènik podskupa je 
najveæe rastojanje izmeðu bilo koje dve taèke u skupu S.) 
Definišimo meru skupa S kao  

∑
<

= D
i

d

D dSH
i ε

ε inf)(  

gde je  D>0 realna velièina. Granièna vrednost Hε
D, kada ε 

teži nuli, jeste Hausdorff-ova mera skupa S. Vrednost D kada 
velièina HD naglo menja vrednost sa ∞ na 0 kasnije je 
nazvana Hausdorff-ovom ili Hausdorff-Besicovitch-evom 
dimenzijom, DH  [2],[3]. 

Kasnije je izvedeno više naèina [3] za odreðivanje 
fraktalne dimenzije. Za strukture koje su dobijene primenom 
strogo definisanih pravila, kao što su veæ pomenuti Kantorov 
skup, Kohova kriva, Sierpinski tepih, i slièno, može se 
odrediti tzv. dimenzija samosliènosti, DS, na sledeæi naèin. 

Za skup S koji je ogranièen u Euklidskom n-
dimenzionom prostoru kažemo da je samo-slièan ako je on 
unija N razdvojenih (nepreklapajuæih) sopstvenih kopija, od 
kojih je svaka naredna skalirana skala faktorom r<1 po svim 
dimenzijama prostora. Izmeðu navedenih velièina postoji 
sledeæa veza 

1=SDNr    (1a) 

odakle je dimenzija samosliènosti jednaka 

           
r
N

DS ln
ln−=    (1b) 

Prema relaciji (1) za Kantorov skup ilustrovan na slici 1 
se dobija 

631,0
)3/1ln(

)2ln( ≅−=SD  

jer se ta struktura dobija tako što se N=2 dela (linije) 
ponavljaju na svakoj narednoj skali r=1/3 (reè je o tzv. 
trijadièkoj strukturi). Umesto polazne strukture (linije) 
strukture dobijene u narednim koracima imaju kvazi-taèkastu 
strukturu postavljenu u pravcu polazne linije. Fraktalna 
struktura dimenzije izmeðu 0 i 1 poznata je kao fraktalna 
prašina. 

Za Kohovu krivu èiji je deterministièki postupak 
generisanja ilustrovan na slici 3, dobija se za dimenziju 
sliènosti  vrednost 

262,1
)3/1ln(

)4ln(
≅−=SD  

s obzirom da se ta struktura formira tako što se polazna linija 
(inicijator) topološke dimenzije 1 (prvi red na slici 3) skalira 
faktorom r=1/3, èime se dobija nova struktura, tzv. 
generator,  sastavljena od N=4 delova, kao u drugom redu na 
slici 3, a zatim se postupak ponavlja. Umesto polazne linije 
koja ne zauzima prostor (ima topološku dimenziju 1) dobija 
se struktura koja zauzima sve veæi i veæi prostor, u narednim 
koracima konstrukcije objekta.  
 



 

Slika 3. Konstrukcija Kohove krive: prva tri koraka. 

Fraktalna struktura poznata kao Sierpinski tepih, može se 
formirati postupkom koji je ilustrovan na slici 4. Polazna 
struktura je obojeni pravougaonik, kao na slici 4, topološke 
dimenzije 2. U narednom koraku se on deli na 9 jednakih 
delova tako što se obe dimenzije skaliraju faktorom r=1/3, a 
zatim se centralni deo izbacuje. Za svaki od preostalih N=8 
delova se postupak ponavlja. Fraktalna dimenzija ovako 
dobijene strukture je 

893,1
)3/1ln(

)8ln(
≅−=SD . 

 
 

 
Slika 4. Konstrukcija Sierpinski tepiha: prva tri koraka. 

 
Fraktalne strukture dimenzije izmeðu 1 i 2 se nazivaju 

fraktalnim signalima . Strukture dimenzije izmeðu 2 i 3 
nazivaju se fraktalnim površinama (fraktalnim slikama), a 
strukture dimenzije izmeðu 3 i 4 jesu fraktalne zapremine. 

Da bismo uoèili razliku izmeðu dimenzije fraktalnih 
objekata i ‘standardnih’ geometrijskih objekata, posmatrajmo 
sledeæe primere na slici 5. 

U prvom redu je prikazana linija (Euklidske dimenzije 
n=1), koja je izdeljena na N=3 dela, dakle, korišæenjem skala 
faktora r=1/3. Fraktalna dimenzija dobijene strukture je, na 
osnovu relacije (1), jednaka 

1
)3/1ln(

)3ln(
=−=SD  

što je identièno Euklidskoj dimenziji linije. Da smo nastavili 
postupak na svakom od dobijenih umanjenih delova (linija) 
dobili bismo identiènu vrednost – fraktalna i topološka 
dimenzija su identiène. Struktura u drugom redu na slici 5 je 
kvadrat (Euklidske dimenzije n=2), koji je izdeljen na N=9 

delova tako što su obe dimenzije skalirane skala faktorom 
r=1/3. Fraktalna dimenzija dobijene strukture je, na osnovu 
relacije (1), jednaka 

2
)3/1ln(

)9ln(
=−=SD  

što je, i ovde, identièno Euklidskoj dimenziji površine. 
Identièno bi se dobilo i za trodimenzioni objekat – kocku, što 
neæemo ilustrovati. Mada su novodobijene strukture kao na 
slici 5 samo-sliène u tim sluèajevima se nije poveæavala 
složenost polaznog objekta – znaèi, ovako generisani novi 
objekti nisu fraktalni. Dakle, možemo zakljuèiti da fraktalni 
objekti iskazuju svojstvo samo-sliènosti dok obrnuto ne mora 
da važi. Potsetimo se i primera decimalnog mernog sistema: 
on jeste samo-slièan, ali nije fraktalan.  

 
Slika 5. Ilustracija odreðivanja fraktalne dimenzije ‘standardnih’ 

geometrijskih objekata. 
 

Za fraktalne strukture koje nisu dobijene strogo 
definisanim pravilima, kao što su razne prirodne strukture i 
signali, fraktalna dimenzija se ne može odrediti kao 
dimenzija samosliènosti, na osnovu relacije (1). Postoje razne 
druge metode koje se mogu primeniti u tim sluèajevima, a 
jedna od èesto korišæenih je tzv. box-counting metoda, ili 
metoda prekrivanja èime se odreðuje dimenzija prekrivanja 
(cover dimension). Metoda se zasniva na prekrivanju 
fraktalnog objekta mrežom bokseva − kvadrata, u sluèaju 
jednodimenzionih (1D) signala kao što su vremenske serije, 
ili kocki, u sluèaju dvodimenzionih (2D) signala, kao što su 
signali slike. Dimenzije ivice bokseva su ε. Zatim se odreðuje 
broj nepraznih bokseva, N(ε), dakle, broj bokseva koji 
prekrivaju posmatrani objekat. Rekurzivno se uzimaju 
boksevi razlièitih dimenzija i iz log-log dijagrama zavisnosti 
N(ε) od ε, dobija se fraktalna dimenzija DB. U graniènom 
procesu, uzimanjem sve manjih ivica bokseva, broj bokseva, 

)(εN , postaje srazmeran sa BD−ε , gde je DB box-counting 
dimenzija datog fraktala; dakle, dobija se 

ε
ε

log

)(log
lim

0å

N
DB

→
−=  .  (2) 

Uoèimo sliènost relacija (1) i (2), mada je postupak 
izraèunavanja. Box-counting metod daje taène procene za 
fraktalne dimenzije izmeðu 1 i 1.5 kod 1D signala i 2 i 2.5 
kod 2D signala, a jednostavan je, te je izraèunavanje brzo. 
Postoje i druge metode za izraèunavanje fraktalnih dimenzija, 
npr. korelaciona dimenzija, dimenzija kapacitivnosti, 
informaciona dimenzija [3], što ovde neæemo analizirati. 

Pored fraktalne dimenzije, za opisivanje fraktalnih (samo-
sliènih) svojstava koriste se i drugi opisivaèi, npr. Hurst-ov 
indeks (H), koji se, takoðe, može odreðivati na razne naèine: 
npr., na osnovu R/S statistike, metodom periodograma, 
indeksa disperzije (IDC), itd. Može se uspostaviti veza 
izmeðu fraktalne dimenzije D i Hurst-ovog indeksa u obliku 

HDD E −+= 1 ,   (3) 



gde je DE odgovarajuæa Euklidska dimenzija posmatranog 
signala ili objekta. 

Generalno, za procese koji imaju H=0,5 kažemo da su 
sluèajni (random walk) i to je odlika standardnog Braunovog 
kretanja, kada nema nikakve korelacije izmeðu 
inkrementalnih pomeraja haotiènog kretanja èestica. Ako je 
H>0,5 tada postoji pozitivna korelacija izmeðu 
inkrementalnih pomeraja: za inkrementalni pomeraj èestice u 
nekom trenutku t=t0, x(t0), u narednom trenutku t>t0 pomeraj 
æe imati sliènu tendenciju – iskazuje se svojstvo samo-
sliènosti, utoliko izraženije ukoliko je H bliže jedinici. 
Ukoliko je H<0,5 korelacija je negativna – suprotan je 
karakter promene u narednom trenutku u odnosu na 
prethodni. Takav sistem ima tendenciju oscilovanja. 

Napomenimo da se u nekim sluèajevima fraktalna 
dimenzija 2D objekata može (približno) odrediti koristeæi 
metode razvijene za 1D sluèaj [41] uspostavljajuæi prostu 
relaciju izmeðu fraktalne dimenzije konture koja ogranièava 
površinu (što možemo oznaèiti kao D1) i fraktalne dimenzije 
same površine (D2), dakle, 

112 +≅ DD    (4) 

Ovaj princip je korišæen za odreðivanje profila reljefa na 
osnovu Landsat snimaka [41]. U radu [42] je ovaj metod 
proveravan na crno-belim slikama raznolikog sadržaja. Slike 
su analizirane kao 2D matrice, kada je raèunata ‘taèna’ 2D 
fraktalna dimenzija, D2D, i kao 1D vektori (što odgovara 
skeniranij slici) kada je raèunata 1D fraktalna dimenzija, D1D. 
Zatim je vršena procena 2D fraktalne dimenzije prema (4) 
kao D2=D1D+1. U svim analiziranim sluèajevima procenjena 
dimenzija D2 nije odstupala za više od 1% u odnosu na 
‘taènu’ fraktalnu dimenziju, D2D, što je koristan rezultat s 
obzirom na daleko jednostavniju analizu 1D signala. 

Posmatrajuæi prirodu uoèavamo da se veæina pojava ne 
može posmatrati samo preko krajnosti tipa: crno-belo, taèno-
netaèno, toplo-hladno, 1-0, itd. Zbog toga se ovakvi aspekti 
ne mogu analizirati preko skupova, veæ preko uopštenijih 
matematièkih velièina kojima mogu da se opišu nivoi u skali 
izmeðu krajnjih vrednosti. Te uopštenije velièine se nazivaju 
mere. Na osnovu toga se i teorija samosliènosti proširuje sa 
skupova na mere, a takve, samosliène, mere se nazivaju 
multifraktalima. Slobodnije reèeno, umesto jedne mere, µ, 
javlja se skup mera koje opisuju samosliènu pojavu. Na 
primer, ako se razmatra 2D signal kao što je signal slike u 
skali sivog, za definisanje mere se može koristiti amplituda 
signala u prostornom domenu. Box-counting metod nije 
pogodan za opisivanje multifraktala jer on daje samo vezu 
izmeðu broja nepraznih bokseva i velièine bokseva, a ne 
uzima u obzir vrednost signala koji je obuhvaæen boksom. To 
bi, uprošæeno, odgovaralo brojanju novca a da pritom ne 
raèunamo sa vrednošæu pojedinih apoena. Za multifraktalne 
pojave uvodi se neka vrsta "težine" za svaki od bokseva.  

Za karakterisanje multifraktala najpre se uvodi velièina α 
opisana sa 

ε
µ

α
log

)box(log
=    (5) 

poznata kao grubi Hõlder-ov eksponent [2],[43], gde je 
µ(box) mera boksa a ε dimenzija velièine boksa. Ovako 
definisana velièina bi odgovarala fraktalnoj boks-dimenziji 
posmatrane mere. Za široku klasu sebi-sliènih mera pokazuje 
se da velièina α uzima vrednosti iz intervala [αmin,αmax], sa 
0<αmin<αmax<∞. Vrednost parametra α je bliska 

odgovarajuæoj fraktalnoj dimenziji posmatrane strukture, 
dakle, za 1D signale je raspodeljena oko vrednosti 1, za 2D 
signale oko vrednosti 2, itd. 

Zatim se posmatra frekvencijska raspodela α na sledeæi 
naèin. Za svaku vrednost α odredi se broj Nε(α) bokseva 
ivice ε koji imaju grubi Hõlder-ov eksponent jednak α. Kako 

je ukupan broj bokseva ivice ε srazmeran sa ED−ε , gde je DE 
Euklidska dimenzija boksa, verovatnoæa da se meðu 
boksevima naðe onaj sa grubim Hõlder-ovim eksponentom α 

iznosi EDNp −= εαα εε /)()( . Crtanje raspodele ove 

verovatnoæe ne bi dalo željeni rezultat, jer pri ε→0 ova 
raspodela ne teži graniènoj vrednosti. Umesto toga uvodimo 
težinske logaritme i posmatramo funkcije 

ε
αα ε

ε log
)(log

)(
N

f −=   (6) 

ili 

ε
α

α ε
ε log

)(log
)(

p
C −= .  (7) 

Kada ε→0, obe funkcije, fε(α) i Cε(α), teže graniènim, dobro 
definisanim, vrednostima f(α) i C(α) [43]. Funkcija f(α) je 
poznatija i èešæe se koristi [6]. Ako postoji f(α), tada je u 
važnosti veza 

EDfC −= )()( ααε .  (8) 

Ovako definisana funkcija f(α) oznaèava da za svako α broj 
bokseva raste pri smanjenju ε, po zakonitosti Nε(α)~ε--f(α). 
Eksponent f(α) je kontinualna funkcija od α. U 
najjednostavnijim sluèajevima, grafik f(α) ima oblik 
matematièkog simbola ∩, uobièajeno nagnutog na jednu 
stranu. Vrednost f(α) bi se, u slobodnijoj interpretaciji, mogla 
protumaèiti kao fraktalna dimenzija podskupa boksova 
dimenzije ε koji imaju grubi Hõlder-ov eksponent α kada 
ε→0. Naime, kada ε teži ka 0, poveæava se mnoštvo 
podskupova od kojih je svaki karakterisan posebnom 
vrednošæu α i fraktalnom dimenzijom f(α). Ovo je jedan od 
razloga za uvoðenje pojma multifraktala. 

Postoji više naèina za odreðivanje funkcije f(α). Jedan od 
metoda je metod momenata [43]. Ovaj metod daje taèan 
rezultat, ali je komplikovan za izraèunavanje. Nasuprot tome, 
A. Chhabra i R. Jensen su razvili jednostavniji i znatno 
precizniji metod za izraèunavanje spektra f(α) neke 
multifraktalne strukture [44]. Postoje varijante izraèunavanja 
ove funkcije na osnovu geometrijskih pokazatelja i prema 
probabilistièkoj teoriji. Klasifikaciju spektara funkcije f(α), 
pri multifraktalnoj analizi slika, dao je Levy Vehel [4], koji 
razmatra sledeæe sluèajeve: 
• Spektar Hausdorff-ovih singulariteta, fh(α), koji daje 

dimenziju skupa taèaka koje imaju dato α. Time se 
dobija geometrijski opis raspodele singulariteta. 

• Spektar velikih devijacija, fg(α), daje nam podatak o 
verovatnoæi da se naðe data vrednost αn pri rezoluciji n. 
Znaèi, daje nam probabilistièki opis raspodele 
singulariteta. Nažalost, i fh(α) i fg(α) se teško 
izraèunavaju na osnovu realnih podataka. 

• Ležandrov multifraktalni spektar, fl(α), se relativno lako 
odreðuje jer razmatra samo usrednjene velièine. 
Meðutim, cena za to je da fl(α), generalno, sadrži manje 
informacija jer je rezultat uvek konkavna funkcija. 



Meðu ovim velièinama postoji uobièajena veza da je  
)()()( ααα lgh fff ≤≤ . 

U multifraktalnoj analizi slika smatraæemo da je fh=fg tako 
da možemo klasifikovati piksele prema odgovarajuæoj 
vrednosti ureðenog para (α,f(α)), kako u geometrijskom 
smislu (fh), tako i u probabilistièkom (fg). Vrednost α daje 
LOKALNU informaciju o regularnosti taèke: za fiksnu meru 
(nivo sivog) svaka taèka slike je karakterisana nekom 
vrednošæu parametra α. Na primer, taèke u slici (2D signalu) 
koje imaju 2≅α  jesu taèke gde je mera regularna, dakle, 
gde se ne dešavaju velike promene. Taèke sa 2≠α  
oznaèavaju podruèja “gde se nešto dešava” – neregularne 
oblasti. Na primer, taèke u slici gde je 2<<α  ili 2>>α  
oznaèavaju ili oblasti gde postoji veliki gradijent, ili oblasti 
diskontinuiteta u signalu ili njegovim izvodima. 

Vrednost f(α) daje GLOBALNU informaciju o ponašanju 
skupa taèaka. Na primer, taèke na glatkoj konturi pripadaju 
skupu èija je dimenzija, f(α), bliska vrednosti 1, jer to 
odgovara Euklidskoj dimenziji glatke linije, dok taèke koje 
karakterišu homogenu oblast (površinu) imaju f(α)≅2, itd. 
Probabilistièka interpretacija f(α) odgovara èinjenici da su 
taèke na homogenoj oblasti èest (frekventan) sluèaj, dakle, 
moraju imati veæu vrednost f(α); taèke ivice su redak sluèaj, 
dok su æoškovi još reði sluèaj. Ali, ako se detektuje suviše 
mnogo "taèaka ivice" to bi više odgovaralo homogenoj (ili 
teksturnoj) zoni, itd. Analiza slika sa fraktalnog stanovišta 
vršena je u radovima [4]-[11]. U radu [5] je opisan 
interesantan naèin primene (inverzne) mulfifraktalne analize 
u klasifikaciji mikroskopskih uzoraka æelija tkiva. Slièna 
analiza i klasifikacija medicinskih slika, primenom 
multifraktalnih parametara, izvršena je i u radu [11]. 

 
III  FRAKTALNA I MULTIFRAKTALNA ANALIZA 
REALNIH 1D I 2D SIGNALA 

Ovde æemo, ukratko, izložiti neke moguæe primene 
fraktalne i multifraktalne analize signala. Prikazaæemo, 
uglavnom, one rezultate koje smo proverili primenom 
razlièitih metoda za odreðivanje fraktalnih i multifraktalnih 
parametara 1D i 2D signala. 
3.1. FRAKTALNE I MULTIFRAKTALNE METODE U 
ANALIZI I  MODELOVANJU TELEKOMUNIKACIONOG 
SAOBRAÆAJA 

Savremen telekomunikacioni saobraæaj iskazuje znaèajna 
fraktalna i multifraktalna svojstva, što je predmet intenzivnih 
prouèavanja u svetu. Adekvatno modelovanje saobraæaja je 
veoma znaèajno radi ispravnog projektovanja mreža i 
obezbeðivanja maksimalno moguæeg protoka (bez zagušenja) 
i u uslovima naglog i eksplozivnog saobraæaja, koji je 
naroèito izražen u sve prisutnijem multimedijalnom 
okruženju. Na slici 2 je ilustrovan fraktalni karakter 
savremenog telekomunikacionog saobraæaja na primeru 
digitalizovane verzije poznatog Spilbergovog filma “Rat 
zvezda”. Reè je o MJPEG (Motion JPEG) varijanti za prikaz 
sekvenci slika, koja se danas više ne koristi, ali je ova 
digitalizovana verzija filma, koju 1993 godine pripremio M. 
Garrett, istorijski zaslužna za niz intenzivnih prouèavanja 
karakteristika paketskog saobraæaja. Na slici 6 su prikazani 
IDC (indeks disperzije) dijagrami MJPEG verzije filma “Rat 
zvezda”, Ethernet saobraæaja i saobraæaja modelovanog 
prema Puasonovoj raspodeli (što bi odgovaralo klasiènom 
telefonskom saobraæaju), a na slici 7 su prikazani 

multifraktalni spektri MJPEG verzije filma i Ethernet 
saobraæaja. Na osnovu nagiba IDC dijagrama odreðeni su 
Hurst-ovi indeksi koji iznose: 0,44 za Puasonov model 
saobraæaja, 0,698 za Ethernet i 0,736 za MJPEG film “Rat 
zvezda”. 
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Slika 6. Fraktalna analiza telekomunikacionog saobraæaja metodom 
indeksa disperzije. 
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Slika 7. Multifraktalni spektar digitalnih signala: a) MJPEG verzije 
filma “Rat zvezda”, b) Ethernet saobraæaja  u Berkliju. 

 
Poreðenjem dijagrama sa slika 6 i 7 vidi se prednost 

multifraktalne (MF) analize nad fraktalnom. MF spektar 
Ethernet saobraæaja je znatno širi, što ukazuje na veæu 
varijabilnost tog saobraæaja. Slièan zakljuèak se ne može 
izvesti na osnovu fraktalne analize.  

Na slici 8 su prikazani multifraktalni spektri 
multimedijalnog ATM saobraæaja u Pizi (Italija), u mreži 
koja je pretežno namenjena telemedicini. Mada je reè o istoj 
mreži i saobraæaju koji je registrovan istog meseca i u isto 
doba dana (radno vreme), postoji znatno odstupanje dobijenih 
MF spektara. Moguæi razlog je što se prvi dijagram odnosi na 
saobraæaj koji je sniman u petak (poslednji radni dan u 
nedelji) a drugi dijagram je za ponedeljak (prvi radni dan), 
kada je struktura saobraæaja razlièita. 

0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

bytes/frame 
(Ethernet, Pisa) 
16. jan, Petak, 1998.  
(9:40:12 - 18:45:24) 

Multifraktalni spektar  f(α)–multimedijalni saobracaj 

α 

   0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

bytes/frame 
(Ethernet, Pisa) 
19. jan, Ponedeljak, 1998. 
9:40:12 - 18:45:24 

α 

Multifraktalni spektar f(α)– multimedijalni saobracaj  

 
        (a)                   (b) 

Slika 8. Multifraktalni spektri multimedijalnog Ethernet saobraæaja 
snimanog razlièitih radnih dana a pod istim osta lim uslovima. 
 

3.2. PRIMENA MULTIFRAKTALNE ANALIZE U OBRADI 
SLIKA 

Multifraktalna analiza (MF) se može uspešno koristiti u 
obradi slika. Primeri dati na slikama 9 i 10 ilustruju primenu 
MF analize u klasifikaciji objekata. Korišæene su medicinske 
slike u skali sivog sa 256 nivoa, dimenzije 256x256 piksela, a 
analizirane su kao 1D vektori realnih brojeva (što odgovara 
skeniranim slikama). Simulacije su izvršene nad više 
medicinskih slika. Za MF analizu je korišæen program 
FALPHA iz programskog paketa MATPACK [44]-[45], koji 
je baziran na metodu Chabbra i Jensen-a [46].  



Na slikama 9a i 9b su prikazani digitalizovani snimci 
mikroskopskih uzoraka, dobijenih u Institutu za patologiju i 
sudsku medicinu Vojnomedicinske akademije (VMA) u 
Beogradu. Uzorci, koji su respektivno nazvani "uzorak 1" i 
"uzorak 2", na prvi pogled pripadaju istom tipu. Deluje kao 
da je slika 9b zapravo zumiran deo slike 9a. Multifraktalna 
analiza, meðutim, opovrgava ovo razmišljanje. Spektri f(α)  
ovih slika su prikazani na slici 9c. Uzorak 2 daje širi spektar, 
što ukazuje na veæu varijabilnost signala slike, ali je 
znaèajnije to da taj uzorak ima maksimum spektra f(α)  pri 
nešto veæoj vrednosti α (α≅1,07), za razliku od maksimuma 
spektra uzorka 1 (pri α≅1,02). To sugeriše da je reè o 
razlièitim uzorcima. Da to jeste validan zakljuèak uveriæemo 
se na narednom primeru, slika 10. 
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Slika 9. Ilustracija primene MF analize u klasifikaciji uzoraka.  
 

Na slici 10a i 10b su prikazani mikroskopski snimak 
nazvan "æelije" i njegov zumirani deo (oznaèen na slici 10a), 
a na slici 10c su prikazani spektri f(α) ovih snimaka. Mada je 
drugi spektar širi (veæa je varijabilnost signala) sada su 
maksimumi spektara identièni, pri istoj vrednosti α≅1,02. 
Ovaj rezultat je proveren i na drugi naèin, izraèunavanjem 
spektra f(α) metodom histograma [3], primenom programa 
koji je razvijen u radu [7], što je prikazano na slici 10d. 
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  Slika 10. Klasifikacija mikrokopskih uzoraka primenom MF 

analize: a) originalan snimak, b) uveæani deo, c) i d) MF spektri.  

Primetimo da se spektri dobijeni razlièitim metodama 
(slike 10c i 10d) razlikuju po apsolutnoj vrednosti, ali je oblik 
dijagrama, za pozitivne vrednosti f(α) veoma slièan. Doduše, 
razlike postoje jer metod [46], koji je primenjen u programu 
MATPACK [45] odgovara Ležandrovom spektru: daje 
(gotovo uvek) konkavnu krivu, ali se gube fini detalji, što je 
uoèio L. Vehel [4]. Nasuprot tome, metod histograma, koji je 
korišæen za odreðivanje dijagrama na slici 10d, prema [7], 
daje više podataka, tj. manje glatku krivu, ali ne može da radi 
sa negativnim vrednostima funkcije f(α) jer koristi 
usrednjene podatke [47].   

Ideja o primeni (inverzne) MF analize u izdvajanju 
karakteristiènih detalja u slici izložena je u radu [4]. Na nizu 
slika 11 je overena ova moguænost, prema [11]. 
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Slika 11. Primena (inverzne) 
MF analize u izdvajanju 
karakteristiènih detalja u slici 
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3.3. FRAKTALNA I MULTIFRAKTALNA ANALIZA 
METEOROLOŠKIH PODATAKA 

Na slici 12a su prikazani R/S dijagrami anomalija 
temperaturnih serija za period od 48 godina (1951-1998) za 
podruèje centralnog Pacifika, poznatijeg kao Nino3,4, i za 
podruèje Beograda. Ovi dijagrami ukazuju na telekonekciju 
ovih temperatura, što je potvrðeno i drugim analizama koje 
su referisane u [28],[29],[32]. R/S statistika prvog moda 
temperatura u Jugoslaviji, slika 12b, pokazuje veliku sliènost 
sa odgovarajuæim dijagramom za temperature u Beogradu, 
što ukazuje na dominantnost prvog moda temperatura u ovom 
podruèju. To je pokazano i linearnom metodom analize 
pomoæu empirijskih ortogonalnih funkcija [27]-[31]. 
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Slika 12. Fraktalna analiza temperatura za podruèje Nino3,4 i 
teritoriju Jugoslavije. 

 

Varijabilnost promena temperatura je veoma ilustrativno 
prikazana multifraktalnim spektrima na slici 13 [28],[29]. 
Analizirane su temperaturne serije za podruèje Nino3,4, za 
zapadnu obalu Perua (grad Tacna), Brest na Atlantskoj obali 
Francuske, aerodrom Burže (kod Pariza) i Beograd. Primetno 
je da Nino3,4 a zatim Tacna iskazuju najmanju varijabilnost 
temperatura, a udaljavanjem od centralno-pacifièke regije 
dijagrami postaju sve širi, jer se javljaju drugi uticaji i 
varijabilnost temperatura se poveæava.  
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Slika 13. Multifaktalna analiza temperatura za nekoliko 

karakteristiènih podruèja na Zemlji. 
 

Izvršena je i multifraktalna analiza padavina za podruèje 
Jugoslavije, što je prikazano na slici 14 [30]. Na osnovu 
multifraktalnih spektara se mogu lokalizovati odreðene regije 
koje su poznate po karakteristiènom ponašanju padavina, na 
primer izrazita varijabilnost padavina u primorskoj oblasti, 
kao i singulariteti u Negotinskoj krajini. 
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Slika 14. Multifaktalna analiza polja padavina za podruèje 

Jugoslavije. 
 

Pokazuje se je multfraktalni spektar padavina u Beogradu 
veoma slièan spektru glavnog moda u polju padavina 
Jugoslavije. Dijagram ukazuje na postojanje klastera te da se 
može koristiti u klasifikaciji pojava. 
 

3.4. FRAKTALNA I MULTIFRAKTALNA ANALIZA EKG 
SIGNALA 

Fraktalna analiza se uspešno koristi i u biologiji i 
medicini. Ovde æemo navesti same meke novije rezultate u 
primeni fraktalne i multifraktalne analize u medicini – 

konkretno, u analizi EKG signala kod zdrave dece i dece sa 
ošteæenjem kože usled opekotina [48]. Za fraktalnu analizu je 
korišæena R/S statistika, slika 14a, a multifraktalni spektri su 
prikazani na slici 14b. R/S dijagrami za zdravu decu daju vrlo 
veliki Hurst-ov indeks, što je oèekivani rezultat. Ista vrsta 
analize EKG signala deèaka (Aky) sa opekotinama velikog 
stepena 2,3,.,8 dana posle povreðivanja, pokazuje slabije 
izražena fraktalna svojstva. EKG signali i zdravih i obolelih 
osoba su multifraktalni. Znatne negativne vrednosti u spektru 
su posledica konaènog skupa vrednosti tog signala [47]. 
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Slika 14. Fraktalna i multifaktalna analiza EKG signala. 
 

ZAKLJUÈAK 
Znaèaj i prednost fraktalne i multifraktalne analize 

(MFA), u odnosu na "klasièan" naèin analize signala leži u 
naèinu na koji se razmatra neregularnost. MFA pokušava da 
izdvoji informaciju direktno iz singulariteta. Konkretno, na 
osnovu odreðene vrednosti f(α), mogu se razdvojiti taèke 
nehomogenosti u originalnom signalu [4],[11].  

Pokazuje se da je veliki broj, èesto brzo promenljivih, 
signala razlièite prirode (elektrièni signali, savremen 
telekomunikacioni saobraæaj, meteorološki i biomedicinski 
signali) moguæe opisati na slièan naèin. Za iskazivanje 
izrazitih varijabilnosti neophodno je ispitati fraktalne  
karakteristike. Korišæenje klasiènih statistièkih metoda u 
takvom sluèaju (srednje vrednosti) moglo bi prouzrokovati 
greške u proceni. Na izrazite singularitete ukazuje 
multifraktalnost procesa.  
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Abstract: The paper considers different signal analyses based on 
the fractal and multifractal points of view. It was shown that 
multifractal spectrum permits both local and global signal analysis 
irrespective of the signal nature. The (α,f(α)) space can be used as a 
powerfool, efficient and robust tool in different signal analyses, 
object classification and separation, too.  
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